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1. Elemente de algebra
1.1 Grupuri
1.1.1 Lege de compozitie interni (coperatie algebrica ),
table operatiei, parte stabila
a) Notiuni teoretice si exemple

Definitie. Fiind data o multime nevida M, numim lege de com-
pozitie pe multimea M, o functie ¢: M x M — M.

Legea de compozitie se noteaza cu diverse simbolurl: 4+, ,*,
° 1,--- si atunci se foloseste una din notaii @(x,y) = x +y,
e(x,y) =x Y, 9(x,y) = x*xy,

Exemple. a) Operatia de adunare ..+ pe multimile Z, Q,R, C.
b) Operatia de inmultire ..~ pe multimile N, Z,Q, R, C.
¢) Operatiile de adunare si inmultire pe multimea matricelor
M, (C).

Observatie. Dacid multimea M este finitd, atunci legea de
compozitie ¢ poate fi reprezentatd printr-un tabel.

Exemplu. Fie M = {1,2,3}si : M x M - M, ¢(x) = min(x, y).

Avem: min(1,1) = 1; min(1,2) = L, min(1,3) = 1;
min(2,1) = 1; min(2,2) = 2; min(2,3) = 2;
min(3,1) = 1; min(3,2) = 2; min(3,3) = 3.

Tabelul este urmatorul:

Definitie. Fie M o mulfime nevida si ¢: M XM — M o lege de
compozifie pe M. O submultime nevidd S M se numeste parte
stabild a iui M in raport cu legea ¢, daca oricare ar fi x,y € S, rezulta
w(x,y) €S.

Exemple. a) Mulgimile de numere N, Z, Q sunt pérti stabile ale
lui R in raport cu operatia de adunare i in raport cu operafia de
inmultire.

h) Daci A este o multime nevida, atunci multimea funcfiiler:
£.. ={f:A - A, f esteinjectivi} este parte stabild a mulfimn

£y ={f:A— A} in raport cu compunerea functiilor, deoarece
compunerea a doud functii injective este tot funclie injectiva,
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Proprietati
1) Asociativifatea

O lege de compozitie notatd *: M X M — M se numeste asociativi
dacd (V)x,y,z € Mavem: (x *y) * z = x = (y * z).

Exemple de legi asociative.
a) Adunarea pe multimile de numere N,Z, Q,R,C este asociativi
deoarece: (x +y) +2z =x+ (y+ z) pentru orice x,y,z in fiecare
din multimile din enunt.
b) Inmultirea pe muitimile de numere N, Z, Q, R, C este asociativi
deoarece: (x-y):z=x-(y-z) pentru orice x,y,z in fiecare din
multimile din enunt.
¢) Adunarea matricelor pe multimea M,(C) este asociativd
deoarece: (A+B)+C=A+ (B +0),(V)A,B,C € M,(C).
d) Inmultirea matricelor pe multimea M,(C) este asociativi
deoarece: (A-B)-C=A4-(B-C),(V)A,B,C € M, (C).
e) Compunerea functillor pe multimea F, {f:A—-> A} este
asociativ deoarece (fog)oh = fo(goh), (V)f, g, h € F,.

Exemple de legi care nu sunt asociative
a) Scidderea pe multimile Z, Q, R, C, nu este asociativa deoarece:
(4-2)—-5+4—-(2-5).
b) Scidderea matricelor pe multimea M, (C) nu este asociativi

decmece: (3 2)-(3 9))-(3 9=
¢ 9-(C D-G' 9)

2) Comutativitatea

O 'lege de compozifie notati *» M XM - M se numeste
comutativi dacid (V)x,y € Mavem: x xy = y % x.

Exemple de legi comutative
a) Adunarea pe mulfimile de numere N, Z, Q, R, C este comutativi
deoarece: x + y = y + x pentru orice x, y in fiecare din multimile din
enunt. ‘ o
b) Inmultirea pe multimile de numere N,Z,Q,R C este
comutativd deoarece: x -y = ¥y “x pentru orice x,y in fiecare din
multimile din enunt. '



o). Adunarea 'matricelor. pe mullimea ! 'M,(IC) este comutativa
deoarece’ A+ B =45+ A, (V) A, BEM(C).
Exemple de legi care nu sunt comutative
a) Scaderea pe mullimile Z, Q, R, C, nu este comutativa deoarece:
5= 32 3 = 5:
b) Scaderea matricelor pe multimea M, (C) nu este comutativa
deoarece: (2 3) — (1 2) * (1 2) - (2 3)
4 5 3 4 3 4 4 5

¢) Compunerea functillor pe multimea Fp = {f:A - A} nu este
comutativi deoarece fiind date functiile f,g:R = R, f(x) = x + 1,
g(x) = 22, (fog)(x) = x* + 15i (gof)(x) = (x + D%
3) Element neutru

O lege de compozitie notatdi *+:M XM —» M admite element
neutru daci (3) e € M astfel Incdt sa avem: x*e =e*xx =
=x (V)x € M.

Observatie. Daca legea = este comutativa, atunci se determina
e €M astfel incitx *e = x (V)x € M.

Exemple de legi care admit element neutru
2) Numarul O este element peutru in raport cu adunarea
sumerelor intregi. rafionale, reale.
) Numirul 1 este element neutru in raport cu inmulfirea

‘ 0 >
-y Maincea (0 O) este element neutru in raport cu adunarea

matricelor din M, (R).

Exemple de legi care nu admit element neutru
2) Multimea numerelor naturale pare {2k | k € N} este parte stabild a
lut N in raport cu inmultirea si legea indusa de inmulfire pe aceasta
multime nu admite element neutru. Intr-adevar dacid ar exista
ce{2k|k €N} incit e=ex=x(V)x € {2k |k €N} ., atunci
¢ =2k = 1cuk € N, ceea ce nu se poate.
4) Elemente simetrizabile

Fie M o multime nevida si o lege de compozitie notata
M x M - M care admite element neutru. Un element x € M se
numeste simetrizabil in raport cu legea de compozifie * dacd



(F) £ M astlel feat si aVém AW = x v x = e. Elementul
x _senumeste-simetrieul el emeniili ¢ fata de legea de com)ontm *.

Observatie. Daci legea de compozifie = este in plus si asociativa,
atunct simetricul unui element x daci existi este unic.

Teoremi. Fie M o mulfime nevida si o lege de compozifie notata
multiplicativ. -: M XM = M care este asociativi si care admile
element neutru.

a) Dacd e € M admite element neutru, atunci e~! = e,

b) Dacd x € M este inversabil, atunci si x ! este inversabil si are loc
relatia; (x 1)1 = x.

c) Daca x,y € M sunt mversablle atunci si xy este inversabil si are
loc relatia: (xy)™! = y~1x~

Exemple de elemente simetrizabile in raport cu o lege de
compozitie
a) Orice x intreg, rational, real sau complex este simetrizabil in
raport cu adunarea si admite ca simetric pe - x.

b) Orice x # 0 rational sau real este simetrizabil in raport cu

1
inmultirea si admite ca simetric pe -

c) Orice matrice A Ean(C) este mmetruablla in raport cu

adunarea matriceior si admite ca simetric pe - A.

Exemple de elemente care nu sunt simetrizabile in raport cu o
lege de compozitie
a) Orice x € N nu este simetrizabil in raport cu adunarea deoarece
—x¢ N. ) '
b) Orice x € Z" nu este simetrizabil in raport cu inm ultirea

il
deoarece - ¢ Z.

b) Probleme rezolvate

1. Fie M ={0, 1, 2}. Stabllm dacd M este parte stabila a multimii
N in raport cu fiecare dintre urmitoarele legi de compozitie:
a) x*y=x+y b) x *y = max{x, y}.

Solutie. a) Tabelul este urmatorul: +]0 1

N = o
N o
w M
W



Evideat M-au este parle stabild a multimii N in raport cu
XYy =XFY
a) Tabelul este ufmatoral” max| €

P

— O
= Ol
RN i
SO I S

Evident M este parte stabild a multimi N in raport cu x * y =
= max{x, y}

2. Aratati in fiecare din urmétoarele cazuri cd mulfimea M este
parte stabila a mul{imii E in raport cu legea de compozi{ie specificata:
a) M= [-5,+oo), E=R x*y=xy+5x+5y+20
b) M=(-L0),E=R,x*y=xy+x+y
3xy —4x -4y +6

) M=(1,2),E=R,x*y Ty 3x 3y iS5
Solutie. Se arate ca (V)x,yeM rezultd x+*ye M.

a) x,y € [-5,+0)=x > -5y =>-5=x+5=20,y+5=0.
wsy=—5=xy+5x+5y+2520 (x+5)(y+5)=0, ceea
c2 este adevdrat.

b x,yE(-1,0)=>x+1>0,y+1>0,x<0,y <O0.
Se demonstreaza: —1 <x*y <0 —-1<xy+x+y<0=
—(x+1Dy+1)>0 si x(y+1)+y<0, inegalitai evident
zdevirate.
cixv.e(l,2)y=>x=1+q,y=1+bundea, be (0.1)

3ab—a—b+1

x¥y=(1+a)*(1+b)=..=

" 2ab-a-b+1
1_a‘ly>1(l)3ab—a~b+l> - ab 20
2ab—a—-b+1 ab+(-a)1-b)
g (=000

ab+(1—a)1-b)
=devaratd oricare ar {1 a. h€(0,1).

3. Aratafi in fiecare din urmatoarele cazuri ¢ multimea M este
~arte stabiia a multimii E in raport cu legea de comporitie specificatd:

9



aJIMI= ], Boo )y BE R /= VS 7106
I x 2y

b) M= ﬂ J

3y 4x
c) M= (L+o)x(2,49), E=RxR
W) *(xLy)=(x'-x—x"+2, '-2y-2y"'+6).
Solutie. Se arate ¢ (V)x,yeM rezultd x*ve M,
a)x,y €[4 +0) =x>4,y>4=x*> 16,y > 16 =

=x2+y2 =16 216=>x2 +y2 =16 2 4 = x + y € [4, +0).

"lkl% =M, (R)

?

J

b) Fie 4,5 € M=A = (& ig), = (;d i‘j), unde

_( a+c 2(b+d)y (e 2f
a'b'c'd€N3A+B‘(3(b+d) 4(a+c))“(3f 4e>’
undee=a+c€Nsif =b+dEN.DeciA+BeEM

)Xy, . W eM=xx>1y1>2
X)) * (XL V) =0x' —x— X"+ 2, - 2y~ 2V' + 6)
Se aratd cu usurinta caxx'—x —x'+2 > 1 si
—“2y-2'+6>2 (V)x, x'>1:y ¥ >2 Deci(x, 1) * (x',}) e M

4. Determind a € R astfel incdt mulfimea M = [1, +) sa fie
parte stabila a lui R inraport culegeax *y = xy —x ~y + a.

Solutie. Trebuie sd determinidm pe a € R, astfel incat oricare ar fi
x,y EM = [1,+o00) sarezulte x * y € M = [1, +00).

S Avemix,yEM=[1,+0)=2x>1,y>1=>x—-1>0si
y—1=0.
x*yEM=[l+to)=sx*xy>2loxy—x—y+a>1e
Sxy—x—y+l+azl+lex@y-1)-(y-1)=22~-ae
SyY-Dh-1)22-a=2—-a<ie=a=> 2.

5. Aratati ¢4 urmatoarele legi de compozitie sunt comutative:

a) x*y=Txy—T-(x+y)+8 pe (1, +0)

5 -6 'S
b) x*y = = D pe (—+ooj

4,—'—]— 2

10



[3
Soltifiey Se aratdmial thial cawntumile, (1, +00) s1 (2 +oo) sunt

pari-slabile ale TulR in'raport cu legearx corespunzatoare.
a) x*xy=7xy— 7(x+y)+8'7yx—7(y+x)+8—y*xq
xy —6 yx -

b) xxy = = =y ® X,
) Y x+y—5 y+x«»—5 R

6. Aritati c¢d urmitoarele legi de compozifie nu sunt comutative:

x,yeN};
b) x*y=x"" peN.

Solufie. a) Fie A, B € M, A = (; 2) §iB = (i ;) Atunci:

o (1 2y(2 IN_ (10 TN . (2 Ny 2y _
=, o) 3)= (28 20) 9 84= (4 )G 6=
_(4 10
10 26
b) Ludm x = 2,y = 4 g1 avem: 2%4=241=23=8s14+2=
= 4271 = 4 Evident 2 * 4 # 4 * 2 si legea * nu este comutativa.

in}

X %
2) inmulfirea pe mul{imea M= { ) j
2x 3y

) Evident AB # BA si inmultirea nu este comutativa.

7. Aritati cd urmitoarele legi de compozifie sunt asociative:

Y pe (<L)

g xx =

1+xy

b) x*y=x*y* —x" =" +2 pe (I, +x)
Solutie. a) Fiex,y,z € (—1,1). Avem:

x+y

) Xty 1+xy tz x+y+z(1+xy)
wEy)xZ = ko T e = — =
Y T+xy 142, 1+xy +(x+y)z
1+xy
_ xty+z+xyz
14xy+xz+yz
A
y+z Ly x(1+yz)+y+z
x*(y*z) =x+* = ke ==
1+yz  14x-L= 14yz+4x-(y+z)
1+yz
_ xty+z+xyz
14xy+xz+yz

Evident (x*y) *z=xx(y*z) (¥)x,y,z € (—=1,1) si atunci
legea * este asociativa.
i1



by Fie g viz €, (17 0o Avein

(e y) #z =4alys —x? — yhalez =
=J(x2y? —x2 —y2 +2)z7 = (xPy? —x2 —y? +2)—z2 + 2 =
= ... = \/}2},222 p xzyz _yzzz — 72x2 4 x2 +=y2 4+ 2
xx(yxz) =xxyylzt —y2—z24+2 =
= /x2(y222 —y2 — 22+ 2) —x2 — (y222 —~y2 — 72 4 2) + 2 =
= e = \/xzyzzz — x2y2 — y22 — z2x2 4 x2 +y2 + 22,

Evident (x*y)*z=xx*(y*z) (V)x,y,z € (1,00) si atunci
legea * este asociativi.

8. Ardtafi ca urmatoarea lege de compozifie nu este asociativa:

xX*y= J}‘+y2 pe R—{l}

2

X +y
Solutie. Fie 0,2,3 € R— {1}. Avem:
5
243 5 0+=% 13
0x(2+3)=0%——=0%—=— 13 —_°
22432 13 5 5
f“(ﬁ)
0+2 1 113 14
_ i —2 —
(0*2)*3_0%22*3_2*3_% 37

Evident 0 * (2 * 3) # (0 = 2) = 3 si legea * nu este asociativa.
9. Calculafi elementul neutru fata de legea:

—F— pe (O,1);
2xy—x—-y+1
b) x*y=x""" pe (0,1)U(l, +0).
Solutie. a) Fie e € (0, 1) elementul neutru. Deoarece legea * este
comutativd determindm pe e € (0,1) din egalitatea x x ¢ = x &
L:x,(v)xe (0,1) & xe =2x%e — x> —ex+x
2xe—x—e+1
(Mx €(0,1) = 2e(x —x?) =x—x* (V)x € (0,1).
Cum x € (0,1) = x—x%#0 si atunci simplificAnd cu x —«x

a) xky=

2

. 1 1
obfinem 2e =1 = e = 2 € (0,1). Elementul neutru este .

12



Ble B2 (0, 1)U [{(1%eey, clemenitbntttra! Deoarece legea * este

comutativa‘determindm pe-F din egaliatea x * £ = x < oS B = ¢

1 L
sauBlnE:l:lnE:-{ﬁE:eB.

10. S4 se arate ci nu exista element neutru fata de legea:

dxy %3 3
XHy=—-~ pe | —oo,——= |.
dx+4y *4 2

Solutie. Presupunem ci existd element neutru e fata de legea *

. . 4xe+3
care este comutativi. Atunci x xe = x 2> ————=x =
dx+de+4

S 4xe+3=4xi+4xe+4x > 4xi+4x—-3=0=>
T 3 3 (o o3
:x1—2e(oo—z)51x2 _2%( oo 2)'

11. Studiati simetrizabilitatea elementelor urmiatoarelor mulfimi
in raport cu legile de compozitie specificate:

2} M = [4 4+0) x %y =X+ - 16

B M=(0,1)x*y=
2xy—x—y+1
Solutie. a) Se calculeazd mai intai elementul neutru care este 4.
Deoarece legea * este comutativd, pentru orice x € [4, +0) de-
ierminim x € [4, +00) astfel incat x * x =42Vl +x2—-16=
— it tx?-16=16=>x2=32—x2=x =32 -2
Trebuie si demonstrdm ca x € [4 +o) o x >4
= 12> 16 e 32 —x? > 16 & x% < 16, adeviral.

| )
2} Elementul neutru este ~2 S1 atunci avem:

1 xx! 1 .
x*x :—:>—~—:—:>x =]—-x
2 2xx'—x—x'+1 2

Evidentdacix € (0, 1) = x' € (0, 1).

12. Fie * o lege de compozitie asociativd definitd pe mulfimea E.
Sa se demonstreze ci dacd @*x=x*a §i a*y=y*q, atunci are loc

relaia a*(x+y) = (x*))*a.

13



Sohatigr VA veme od (X 3 dalE o= (cra)* v =
=X (A% P)= Xk (R a) = (0 p)Ea

13. Fie legea de compozitie definitd pe R prin:

x*xy=axy—-b-(x+y)+c; a.b,ceR

Sa se determine relafia ce exista intre a, b, ¢ astfel incat legea de
compozifie si fie asociativa.

Solutie. Avem: x*(y*z)=(x*p)*z (V) x,v,ze R<
o atxyz—ab-(xy+xz+ yz)+ (ac=b)-x+b*(y+2z)—
—bet+c=a’xyz—ab-(xy+xz+yz)+(ac—b)-z +
+b°(x+ y)—be+c = (ac—b—-b*)-(x-2)=0
(M) x,zeR<ac-b-b>=0=b+b=ac

14



